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Dynamique sur le rayon modulaire
et
frations ontinues en aratéristique p.
Anne Broise Frédéri Paulin
Abstrat
Let K̂ be the eld of formal Laurent series inX−1 over the nite eld k,
and let A be the ring of polynomials in X over k. One of the main results
of the paper is to give a partiularly nie oding of the geodesi ow on
the quotient of the Bruhat-Tits tree T of PGL2(K̂) by PGL2(A), by using
the ontinued fration expansion of the endpoints of the geodesi lines in
T (the spae of ends of T identies with P1(K̂)). This allows in partiular
to prove in a dynamial way the invariane of the Haar measure by the
Artin map.
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1 Introdution
Soit K̂ = Fq((X
−1)) le orps loal des séries formelles de Laurent en X−1 à
oeients dans le orps ni Fq, et = Fq[[X
−1]] le sous-anneau de K̂ des séries
formelles entières. On onsidère le groupe loalement ompat G = PGL(2, K̂),
et son réseau non uniforme Γ = PGL(2,Fq[X ]). Le groupe G agit sur son arbre
(loalement ni) de Bruhat-Tits Tq. L'espae des bouts de Tq s'identie ave la
droite projetive P1(K̂), et on note x∗ le point base standard de Tq (voir par exemple
[Ser2℄ ou la partie 2 pour des rappels).
L'un des buts prinipaux de et artile, qui fait suite à [Pau℄, est d'expliiter en
termes arithmétiques la struture ergodique des ations ommutantes de Γ et du ot
géodésique (ation de Z par translation à la soure) sur l'espae des géodésiques de
Tq (i.e. des isométries ℓ : R→ Tq d'origine ℓ(0) un sommet de Tq).
Nous dérivons (dans la partie 3.3) la struture de l'ensemble des géodésiques
de Tq modulo l'ation de Γ. Notons π : Tq → Γ\Tq la projetion anonique. Alors,
l'ensemble π−1(π(x∗)) est une setion Γ-équivariante globale pour le ot géodésique
(toute orbite la renontre une innité de fois). De plus, toute géodésique de Tq,
d'origine dans la setion globale π−1(π(x∗)), est équivalente, modulo l'ation d'un
1
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élément de Γ, à une unique géodésique ℓ d'origine x∗, d'extrémité négative un point
de J =
⋃
a∈Fq[X]−Fq
(a +X−1) et d'extrémité positive un point de X−1. Une manière de
rendre et élément de Γ unique est d'introduire des déorations sur les géodésiques
(voir la partie 3).
Notons G ′0(Tq) l'ensemble des telles géodésiques ℓ, identiées à leurs ouples
d'extrémités (ξ−, ξ+), ave de plus ξ+, ξ− irrationnelles (i.e. dans P1(K̂) − P1(K)).
Soit Ψ˜ : G ′0(Tq) → G
′
0(Tq) l'appliation induite par l'appliation de premier retour
du ot géodésique sur la setion globale π−1(π(x∗)) (voir la partie 3.3). Pour ℓ dans
G ′0(Tq), notons (an)n≥1 le développement en frations ontinues d'Artin [Art℄ de ξ+,
et (a−n)n≥0 elui de
−1
ξ−
(voir la partie 2.1 pour des rappels).
Nous montrons dans la partie 3 le résultat suivant :
Théorème 1.1 L'appliation Θ′ : G ′0(Tq) → (Fq[X ] − Fq)
Z
, dénie par Θ′(ℓ) =
(an)n∈Z, est un homéomorphisme qui rend le diagramme suivant ommutatif
G ′0(Tq)
Θ′
−→ (Fq[X ]− Fq)
Z
Ψ˜ ↓ ↓ σ
G ′0(Tq)
Θ′
−→ (Fq[X ]− Fq)
Z ,
où σ est le déalage à gauhe des suites bilatères de (Fq[X ] − Fq)
Z
. De plus, le
diagramme suivant ommute
G ′0(Tq)
Ψ˜
−→ G ′0(Tq)
p+ ↓ ↓ p+
X−1 ∩ (K̂ −K)
Ψ
−→ X−1 ∩ (K̂ −K) ,
où Ψ : ξ 7→ 1
ξ
−
[
1
ξ
]
est l'appliation d'Artin (si ζ est dans K̂, alors [ζ ] désigne sa
partie entière), et p+ : (ξ−, ξ+) 7→ ξ+ est la projetion sur la deuxième oordonnée.
Notons m la mesure de probabilité qui est la restrition à G ′0(Tq) de la mesure
naturelle invariante par le ot géodésique. La mesure m oïnide ave la mesure
de Haar quotient sur Γ\G/M pour M le sous-groupe des matries diagonales à
oeients dans
∗
, et, de manière lassique, ave la mesure de Patterson-Sullivan-
Bowen-Margulis de Γ (voir par exemple [Bou, BM℄ et la partie 4).
Nous montrons dans la partie 4 que l'image de m par Θ′ est une mesure de
Bernoulli sur (Fq[X ] − Fq)
Z
. Cei implique en partiulier que si S est le sous-
groupe diagonal de G, alors l'ation à droite de S/M sur Γ\G/M est Bernoulli
(don mélangeante, e qui était déjà onnu, voir par exemple [BN℄). Dans un ar-
tile en préparation [BP℄, nous étudierons le as général des réseaux des groupes
algébriques semi-simples de rang 1 sur un orps loal non arhimédien. En fait, nous
donnerons des odages markoviens de ots géodésiques sur des arbres munis d'a-
tions très générales de groupes. Ces odages permettent de ontourner l'abondane
de torsion dans les réseaux non-uniformes d'arbres, dont on ne peut se débarrasser
par passage à un sous-groupe d'indie ni.
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Nous montrons dans la partie 5 que l'image de m par la deuxième projetion
est la mesure de Haar sur X−1. Cei explique de manière dynamique l'invariane de
ette mesure de Haar par la transformation d'Artin.
Ces résultats sont analogues aux résultats qui relient le ot géodésique sur la
ourbe modulaire PSL(2,Z)\H2 ave le développement en frations ontinues des
nombres réels (et qui expliquent, en partiulier, l'invariane de la mesure de Gauss
1
log 2
dx
1+x
par la transformation de Gauss x 7→ 1
x
− [ 1
x
]) (voir par exemple [Seri℄).
Cet artile fait suite à [Pau℄, où une partie de l'analogie ayant trait aux géodésiques
individuelles, est développée. Mais le odage global du ot géodésique n'est pas on-
tenu (même pas entre les lignes) dans [Pau℄, ar une approhe globale suivant de trop
près [Pau℄ onduit à des disontinuités. La présene du orps résiduel Fq, absent dans
le as réel, est une des soures de problèmes. C'est, entre autre, le travail de natu-
ralité du présent artile, en partiulier à partir de la notion de géodésique déorée,
qui permet le odage global. Il ne s'agit pas de onstruire n'importe quel odage,
mais un qui soit intimement lié à la struture arithmétique du réseau PGL(2,Fq[X ])
(elui-i n'est pas de type ni et ontient des sous-groupes inni de torsion), et qui
permette une orrespondane entre propriétés dynamiques et arithmétiques.
2 Notations et rappels
Toute ette partie est omposé de rappels, pour lesquels nous renvoyons par
exemple à [Ser1, Spr, Sh, Laj, BN, Ser2, Pau℄. Elle n'est érite que pour éviter au
leteur qui ne onnaîtrait pas les notations et résultats de [Ser1, Pau℄ d'avoir à lire
le présent artile en ayant à té es deux référenes. Les autres leteurs peuvent se
reporter diretement au hapitre 3.
2.1 Le orps des séries formelles de Laurent
Soit k = Fq un orps ni, d'ordre q (où q est une puissane d'un nombre premier).
On note A = k[X ] l'anneau des polynmes en une variable X sur k, et K = k(X)
le orps des frations rationnelles en X sur k. Soit K̂ = k((X−1)) le omplété de K
pour la valuation v∞ dénie par
v∞(P/Q) = (− deg P )− (− degQ) .
Le orps K̂ est muni de l'unique valuation qui étend v∞ (que l'on notera de la même
manière), de la valeur absolue
|f |∞ = q
−v∞(f)
et de la distane ultramétrique dénie par ette valeur absolue
d∞(f, g) = |f − g|∞ .
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Tout élément de K̂ s'érit de manière unique omme série onvergente
f =
∑
i>>−∞
fiX
−i
ave fi dans k, nul pour i susamment petit. On a
v∞(f) = sup{j ∈ Z | ∀i < j, fi = 0} .
On note = {f ∈ K̂, v∞(f) ≥ 0} l'anneau de la valuation v∞ dans K̂. C'est le
sous-espae ompat-ouvert k[[X−1]] des séries entières en X−1 sur k, 'est aussi la
boule fermée de rayon 1 et de entre 0 dans K̂.
Pour tout f dans K̂, il existe un unique ouple formé d'un polynme en X sur
k, noté [f ] ∈ A, et d'une série entière en X−1 sur k, de terme onstant nul, notée
{f} ∈ X−1, tels que
f = [f ] + {f}.
On appelle [f ] la partie entière de f et {f} = f − [f ] la partie frationnaire de f .
L'appliation d'Artin est l'appliation Ψ : X−1 − {0} → X−1 dénie par
Ψ(f) = {
1
f
} =
1
f
− [
1
f
].
On note
cK l'ensemble K̂ −K des points irrationnels de K̂. Pour f dans cK, on
pose a0 = [f ] et pour n ≥ 1 entier,
an =
[
1
Ψn−1(f − a0)
]
.
Alors an est dans A. Si n ≥ 1, le degré de an est stritement positif et
f = lim
n→+∞
a0 +
1
a1 +
1
·
·
·
an−1 +
1
an
.
Pour f dans X−1 ∩ cK, on a a0 = 0 et on appelle développement en frations
ontinues d'Artin de f la suite (an)n≥1.
2.2 L'arbre de Bruhat-Tits
Notons G le groupe loalement ompat PGL(2, K̂). On appelle groupe modulaire
le sous-groupe disret PGL(2, A) de G, et on le note Γ. Dans toute la suite, on note
de la même manière une matrie de GL(2, K̂) et son image dans G.
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On rappelle que pour tout orps ommutatif κ, l'ation par homographies du
groupe PGL(2, κ) sur la droite projetive P1(κ) est simplement transitive sur les
triplets de points de P1(κ). Comme l'appliation naturelle PGL(2, A)→ PGL(2, K)
est une bijetion, le groupe Γ agit simplement transitivement sur les triplets de
points de P1(K).
On note GL(2, K̂)1 le groupe des matries arrées de taille 2 à oeients dans
K̂, dont la valeur absolue du déterminant est égale à 1, et G1 = PGL(2, K̂)1 le
quotient par son entre. Comme les éléments inversibles de A sont de valeur absolue
égale à 1, le groupe Γ est ontenu dans G1.
L'arbre de Bruhat-Tits Tq de (SL2, K̂) est le graphe déni par
1. les sommets de Tq sont les lasses d'homothétie (par K̂
×
) Λ = [L] de -réseaux
(i.e. -sous-modules libres de rang deux) L dans K̂ × K̂ ;
2. deux sommets Λ,Λ′ sont joints par une arête si et seulement s'il existe des re-
présentants L, L′ de Λ,Λ′ tels que L′ ⊂ L et L/L′ est isomorphe à /X−1 = k.
On note V Tq l'ensemble des sommets de Tq et ETq l'ensemble de ses arêtes. On
note d la distane dans Tq et x∗ = [ × ] la lasse du réseau standard. Le graphe Tq
est un arbre régulier de degré q + 1. L'ation naturelle de GL(2, K̂) sur les -réseaux
induit une ation de G sans inversion sur Tq, transitive sur les arêtes. Le stabilisateur
de x∗ est le groupe PGL(2, ).
On identie dans la suite l'arbre Tq ave sa réalisation géométrique. On note ∂Tq
l'espae des bouts de l'espae topologique loalement ompat Tq. C'est l'espae des
lasses d'équivalene de rayons géodésiques dans Tq, où l'on identie deux rayons
géodésiques si leur intersetion est enore un rayon géodésique. L'ation de G sur
Tq s'étend ontinuement en une ation par homéomorphismes de G sur ∂Tq.
L'espae ∂Tq s'identie, de manière G-équivariante, ave la droite projetive
P(K̂ × K̂) = P1(K̂), par l'appliation qui, à l'extrémité d'un rayon géodésique issu
de Λ0 = x∗, de suite des sommets onséutifs (Λn)n∈N, assoie l'unique droite de
K̂ × K̂ ontenant l'intersetion des -réseaux Ln, ave (Ln)n∈N l'unique suite de -
réseaux dans K̂ × K̂ telle que [Ln] = Λn et Ln+1 ⊂ Ln.
En hoisissant la droite K̂ × {0} de K̂ × K̂ omme point à l'inni de P1(K̂), on
identie ∂Tq = P1(K̂) ave K̂ ∪ {∞}. L'ation de G sur ∂Tq = P1(K̂) orrespond à
l'ation de G par homographies sur K̂ ∪ {∞}.
On note π : Tq → Γ\Tq la projetion anonique et Γ∞ le xateur dans Γ du
point ∞ de ∂Tq. Le rayon géodésique DΓ issu de x∗ et d'extrémité ∞, don de suite
des sommets onséutifs ([ × X−n])n∈N, est un domaine fondamental pour l'ation
du groupe modulaire Γ sur l'arbre de Bruhat-Tits Tq, au sens où ses images par Γ
reouvrent Tq. La restrition π |DΓ est un isomorphisme simpliial de DΓ sur Γ\Tq.
Le graphe Γ\Tq hérite par π d'une struture de graphe de groupes, que l'on note
Γ\\Tq, et que l'on appelle le rayon modulaire (voir [Ser2℄ pour les dénitions et la
onstrution).
Voir par exemple [Ser2℄ pour des justiations et ompléments.
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2.3 La famille Γ-équivariante maximale d'horoboules d'in-
térieurs disjoints.
Pour tout ξ de ∂Tq , on appelle fontion de Buseman de Tq l'appliation βξ :
Tq × Tq → R dénie par
βξ(x, y) = lim
t→+∞
d(y, c(t))− d(x, c(t))
où c : [0,+∞[→ Tq est un rayon géodésique onvergeant vers ξ. La fontion βξ ne
dépend pas du hoix de c, est invariante par isométries :
∀γ ∈ G, βγξ(γx, γy) = βξ(x, y),
et vérie la relation de oyle :
βξ(x, y) + βξ(y, z) = βξ(x, z).
En fait, l'appliation t 7→ d(y, c(t)) − d(x, c(t)) est onstante à partir d'un ertain
temps. Le rayon géodésique [x, ξ[ renontre le rayon géodésique [y, ξ[ en un rayon
géodésique [w, ξ[ et βξ(x, y) = d(y, w)− d(w, x).
On appelle horosphère entrée en ξ ∈ ∂Tq et passant par x ∈ Tq l'ensemble des
points y de Tq tels que βξ(x, y) = 0. Son horoboule assoiée est l'ensemble des points
y de Tq tels que βξ(x, y) ≤ 0.
∞
γ∞
0
H0
H1
Hγ∞
X−1
x∗
H∞
1
J =
v∗
⋃
a∈A−k
a +X−1
Figure 1 : Trajet des géodésiques dans la famille d'horoboules HB.
On note H∞ l'horosphère entrée en ∞ de ∂Tq et passant par x∗, et HB∞ son
horoboule assoiée. C'est l'orbite du rayon fondamental DΓ par le xateur Γ∞ du
point ∞ (de ∂Tq) dans le groupe modulaire Γ. Pour tout γ dans Γ, on note Hγ∞ =
γH∞, 'est l'horosphère entrée en γ∞ et passant par γx∗, et on noteHBγ∞ = γHB∞
son horoboule assoiée. Il est faile de voir que la famille HB = (HBγ∞)γ∈Γ/Γ∞ est
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la famille des adhérenes des omposantes onnexes de la préimage par π du rayon
Γ\Tq privé de son origine. Les horoboules de ette famille se renontrent deux à deux
en au plus un point (sur l'intersetion des horosphères assoiées), et leur réunion est
égale à Tq.
Notons H la famille d'horosphères (Hγ∞)γ∈Γ/Γ∞ . (Voir par exemple [Pau, Pau2℄
pour des justiations et ompléments.)
3 Codage du ot géodésique sur le rayon modulaire
3.1 L'espae des géodésiques déorées sur le rayon modulaire
Appelons géodésique déorée de Tq une géodésique ℓ de Tq (i.e. une isométrie
ℓ : R → Tq), dont l'origine x0 = x0(ℓ) = ℓ(0) est sur l'une des horosphères de la
famille H (i.e. est un point de π−1(π(x∗)) ), et qui est munie d'une arête v0 = v0(ℓ)
issue de x0 non ontenue dans ℓ, appelée déoration. Remarquons que pour q = 2,
la déoration est unique.
La géodésique déorée standard ℓ∗ est la géodésique d'extrémités ∞ et 0, orientée
de ∞ vers 0, d'origine x∗ et déorée par l'arête v∗ qui pointe vers 1.
Notons G0(Tq) l'ensemble des géodésiques déorées totalement irrationnelles de
Tq, 'est-à-dire elles qui ont leurs deux extrémités dans ∂Tq − P1(K) =
cK. Atten-
tion, ℓ∗ est une géodésique déorée qui n'est pas dans G0(Tq).
L'ensemble G0(Tq) est muni de la topologie dénie par le système fondamental
d'entourages {Vn}n∈N, où Vn est l'ensemble des ouples de géodésiques déorées qui
oïnident entre les instants −n et n et qui ont même déoration.
Lemme 3.1 Le groupe Γ agit librement et proprement sur G0(Tq).
Preuve. Le groupe Γ préserve la familleH et P1(K) don il préserve
cK. Il agit sur
G0(Tq) : l'image par un élément γ de Γ d'une géodésique ℓ de déoration v0 est la
géodésique γℓ de déoration γv0. Comme Γ agit proprement sur Tq, l'ation de Γ sur
G0(Tq) est propre. Cette ation est aussi libre, ar G agit simplement transitivement
sur les triplets de points de ∂Tq, et si un élément γ de Γ xe une géodésique déorée,
d'extrémités (distintes) ξ−, ξ+ et de déoration v0, alors elle xe aussi le point à
l'inni ξ0 de l'horoboule de la famille HB qui ontient v0, et ξ0 est distint de ξ− et
de ξ+. 
Notons G0(Γ\\Tq) le quotient Γ\G0(Tq).
Pour ℓ une géodésique de Tq, on note ξ− = ξ−(ℓ) et ξ+ = ξ+(ℓ) ses extrémités
négative et positive. On munit ∂Tq de la topologie dénie par d∞, V Tq et ETq de
la topologie disrète et ∂Tq × ∂Tq × V Tq × ETq de la topologie produit. L'ap-
pliation qui à un élément ℓ de G0(Tq) assoie le quadruplet (ξ−, ξ+, x0, v0) de
∂Tq × ∂Tq ×V Tq ×ETq est alors un homéomorphisme de G0(Tq) sur son image, qui
est un borélien B. Nous appellerons ette appliation le paramétrage de l'espae des
géodésiques déorées totalement irrationnelles de Tq. Par la suite, nous identierons
une géodésique déorée ℓ et son quadruplet (ξ−, ξ+, x0, v0). L'ation de Γ sur G0(Tq)
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s'identie alors ave la restrition à B de l'ation diagonale de Γ sur l'espae produit
∂Tq × ∂Tq × V Tq ×ETq.
3.2 Codage du ot géodésique sur le rayon modulaire
Appelons renversement du temps sur G0(Tq) l'appliation τ˜ : G0(Tq) → G0(Tq)
dénie par τ˜(ξ−, ξ+, x0, v0) = (ξ+, ξ−, x0, v0). Il est lair que τ˜ est équivariante
sous l'ation de Γ, elle induit don par passage au quotient une appliation τ :
G0(Γ\\Tq)→ G0(Γ\\Tq), que nous appelerons renversement du temps sur G0(Γ\\Tq).
Nous allons maintenant dénir une appliation T : G0(Γ\\Tq)→ G0(Γ\\Tq), que
l'on peut voir omme l'appliation de premier retour en l'origine du ot géodésique
sur le rayon modulaire.
Soit ℓ = (ξ−, ξ+, x0, v0) dans G0(Tq). Notons ξn = ξn(ℓ) les points de P1(K) tels
que (HBξn)n∈Z soit la suite des horoboules de HB traversées onséutivement par ℓ,
ave HBξ0 ∩HBξ1 = {x0}. Soit xn = xn(ℓ) le point de V Tq tel que HBξn ∩HBξn+1 =
{xn}.
Il faut remarquer que les suites (ξn) et (xn) sont bien indexées par Z. En eet, par
dénition, une géodésique déorée de G0(Tq) a ses deux extrémités irrationnelles. Or
toute géodésique qui rentre dans une horoboule de la famille HB ou bien en ressort,
ou bien onverge vers le point à l'inni de ette horoboule, qui est rationnel.
Notons η0 = η0(ℓ) le point de P1(K) tel que l'horoboule HBη0 ontienne l'arête
v0. Soit s0 = s0(ℓ) l'unique élément (d'ordre 2) de Γ qui xe η0 et éhange ξ0 et ξ1.
Soit s 1
2
= s 1
2
(ℓ) l'unique élément (d'ordre 2) de Γ qui xe ξ1 et éhange ξ0 et ξ2.
Notons v1 = s 1
2
s0v0 = s 1
2
v0. Comme s 1
2
envoie la géodésique entre ξ1 et ξ0 sur la
géodésique entre ξ1 et ξ2, l'élément s 1
2
s0 de Γ envoie x0 sur x1 et v0 sur v1, qui est
une arête issue de x1 qui ne rentre ni dans HBξ1 ni dans HBξ2 .
De même, notons s− 1
2
= s− 1
2
(ℓ) l'unique élément (d'ordre 2) de Γ qui xe ξ0 et
éhange ξ1 et ξ−1. Posons v−1 = s− 1
2
s0v0, 'est une arête issue de x−1 qui ne rentre
ni dans HBξ0 , ni dans HBξ−1 .
Posons T˜ (ℓ) = (ξ−, ξ+, x1, v1). L'appliation T˜ : G0(Tq) → G0(Tq) est un homéo-
morphisme (dont l'inverse est ℓ 7→ (ξ−, ξ+, x−1, v−1)), appelé appliation de premier
retour du ot géodésique sur Tq. Clairement, l'appliation T˜ anti-ommute ave
l'appliation de renversement du temps τ˜ :
τ˜ ◦ T˜ ◦ τ˜ = T˜−1 .
Pour tout γ dans Γ, on a s0(γℓ) = γs0(ℓ)γ
−1
et s 1
2
(γℓ) = γs 1
2
(ℓ)γ−1. Don T˜ est
équivariante, et induit par passage au quotient un homéomorphisme
T : G0(Γ\\Tq)→ G0(Γ\\Tq),
qui anti-ommute ave l'appliation de renversement du temps τ , et qui est appelé
appliation de premier retour du ot géodésique sur Γ\\Tq.
Notons Γ′∞ l'ensemble des éléments de Γ∞ qui ne xent pas x∗. Don Γ
′
∞ =
Γ∞−(PGL(2, k)∩Γ∞). On munit Γ
′
∞ de la topologie disrète et (Γ
′
∞)
Z
de la topologie
produit.
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Le résultat suivant est un premier théorème de odage du ot géodésique sur
le quotient de l'arbre de Bruhat-Tits de PGL(2, k) par le sous-groupe arithmétique
PGL(2, A). Même si e n'est pas la version utilisée pour les appliations arithmé-
tiques, nous le donnons sous ette forme, qui doit être généralisable en remplaçant
PGL2 par n'importe quel groupe algébrique G onnexe semi-simple sur K̂, de K̂-
rang 1, et PGL(2, A) par n'importe quel sous-groupe arithmétique Γ′ de G(K̂), en
utilisant le théorème de struture du graphe de groupes Γ′\\T ′, quotient de T ′ par
Γ′, ave T ′ l'arbre de Bruhat-Tits de (G, K̂). En eet, le graphe de groupes Γ′\\T ′
est obtenu à partir d'un graphe ni de groupes nis, en rajoutant un nombre ni
de rayons de groupes nis, analogues au rayon modulaire Γ\\Tq (voir par exemple
[Ser2℄).
Théorème 3.2 Il existe un homéomorphisme Θ : G0(Γ\\Tq) → (Γ
′
∞)
Z
tel que les
diagrammes suivants ommutent :
G0(Γ\\Tq)
Θ
−→ (Γ′∞)
Z
↓ T ↓ σ
G0(Γ\\Tq)
Θ
−→ (Γ′∞)
Z
G0(Γ\\Tq)
Θ
−→ (Γ′∞)
Z
↓ τ ↓ κ ◦ σ
G0(Γ\\Tq)
Θ
−→ (Γ′∞)
Z
ave σ le déalage à gauhe et κ la transformation de (Γ′∞)
Z
dénie par κ((βn)n∈Z) =
(β ′n)n∈Z ave β
′
n = β
−1
−n.
0
x1
x−2
x−1
η1
x0
ξ2 = ξ−1(τ˜ ℓ)
x∗
ξ0 = ξ1(τ˜ ℓ) 1
∞
x2
ξ1
γ−10 ξ+
η0 = η0(τ˜ ℓ)
η−1
ξ− ξ+
γ−10 ξ−
γ0
v1
v∗
v0
v−1
v2
Figure 2 : Codage des géodésiques.
Preuve. Pour tout n dans Z et pour toute géodésique ℓ de G0(Tq), notons ηn =
ηn(ℓ) = η0(T˜
nℓ) et vn = vn(ℓ) = v0(T˜
nℓ). Par dénition de T˜ , les notations v1 et
v−1 oïnident ave elles déjà introduites. Soit γn = γn(ℓ) l'unique élément de Γ
envoyant ∞, 1, 0 sur respetivement ξn, ηn, ξn+1. Notons i l'unique élément (d'ordre
2) de Γ xant 1 et éhangeant 0 et ∞. Posons
βn = βn(ℓ) = iγ
−1
n−1γn et Θ˜(ℓ) = (βn)n∈Z .
Comme iγ−1n−1γn∞ = iγ
−1
n−1ξn = i0 = ∞, l'élément βn de Γ appartient à Γ∞. De
plus, βn(x∗) = iγ
−1
n−1γn(x∗) = iγ
−1
n−1(xn), don βn(x∗) ne peut pas valoir x∗, ar xn−1
est diérent de xn et iγ
−1
n−1(xn−1) = x∗. Ainsi βn est dans Γ
′
∞.
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Pour tout γ de Γ, on a la relation de naturalité γn(γℓ) = γγn(ℓ). L'appliation
Θ˜ : G0(Tq) → (Γ
′
∞)
Z
est onstante sur haque orbite de Γ dans G0(Tq). Elle induit
don par passage au quotient une appliation Θ : G0(Γ\\Tq)→ (Γ
′
∞)
Z
.
Commutativité des diagrammes. Par onstrution de T˜ et par dénition des ηn,
pour tout n dans Z, on a ξn(ℓ) = ξ0(T˜
nℓ) et ηn(ℓ) = η0(T˜
nℓ). Don
ξn(T˜ ℓ) = ξn+1(ℓ) et ηn(T˜ ℓ) = ηn+1(ℓ) .
Par onséquent, γn(T˜ ℓ) = γn+1(ℓ), d'où βn(T˜ ℓ) = βn+1(ℓ). Don Θ ◦ T = σ ◦ Θ, e
qui montre la ommutativité du diagramme de gauhe du théorème 3.2.
Par dénition des ξn, on a ξn(τ˜ ℓ) = ξ−(n−1)(ℓ). Comme η0(τ˜ ℓ) = η0(ℓ), et omme
T˜ et τ˜ anti-ommutent, par dénition des ηn, on a ηn(τ˜ ℓ) = η−n(ℓ). La dénition
des γn montre que γn(τ˜ ℓ) et γ−n(ℓ)i oïnident en ∞, 1, 0. Don γn(τ˜ ℓ) = γ−n(ℓ)i.
D'où
βn(τ˜ ℓ) = iγ
−1
n−1(τ˜ ℓ)γn(τ˜ ℓ) = γ
−1
−(n−1)(ℓ)γ−n(ℓ)i = β
−1
−(n−1)(ℓ) .
Cei montre la ommutativité du diagramme de droite du théorème 3.2.
Continuité de Θ. Montrons que l'appliation ℓ 7→ β1(ℓ) est loalement onstante.
Soit ℓ un élément de G0(Tq). Si ℓ
′
est une géodésique déorée, ayant mêmes origine
et déoration que ℓ, et oïnidant ave ℓ sur le 1-voisinage du segment [x0(ℓ), x1(ℓ)],
alors η0(ℓ) = η0(ℓ
′) et ξk(ℓ) = ξk(ℓ
′) pour k = 0, 1, 2. Don η1(ℓ) = η1(ℓ
′) par
dénition de η1. Par dénition des γn, on a alors γk(ℓ) = γk(ℓ
′) pour k = 0, 1. Par
onséquent β1(ℓ) = β1(ℓ
′). Don ℓ 7→ β1(ℓ) est ontinue. Comme βn(ℓ) = β1(T˜
n−1ℓ)
et puisque T˜ est un homéomorphisme, l'appliation ℓ 7→ βn(ℓ) est ontinue sur G0(Tq)
pour tout n dans Z. Don Θ˜ est ontinue sur G0(Tq), et par passage au quotient, Θ
est ontinue sur G0(Γ\\Tq).
Injetivité de Θ. Soient ℓ et ℓ′ deux élémentss de G0(Tq) tels que Θ˜(ℓ) = Θ˜(ℓ
′).
Montrons que ℓ et ℓ′ sont dans la même orbite sous Γ. Cei montrera l'injetivité
de Θ. Quitte à remplaer ℓ par γ0(ℓ)
−1ℓ et ℓ′ par γ0(ℓ
′)−1ℓ′, on peut supposer que
ξ0(ℓ) = ξ0(ℓ
′) = ∞, η0(ℓ) = η0(ℓ
′) = 1 et ξ1(ℓ) = ξ1(ℓ
′) = 0. En partiulier, ℓ et ℓ′
ont mêmes origine et déoration. De plus, γ0(ℓ) = γ0(ℓ
′) = id. Pour n ≥ 0, on a
γn = γ0(γ
−1
0 γ1) · · · (γ
−1
n−1γn) = γ0iβ1iβ2 · · · iβn
et
γ−n = γ0(γ
−1
−1γ0)
−1(γ−1−2γ−1)
−1 · · · (γ−1−nγ−(n−1))
−1 = γ0β
−1
0 iβ
−1
−1i · · ·β
−1
−(n−1)i .
Don pour tout n dans Z, on a γn(ℓ) = γn(ℓ
′). Comme γn∞ = ξn, les points ξn(ℓ) et
ξn(ℓ
′) oïnident. Or deux géodésiques déorées ayant mêmes origine et déoration
et traversant les mêmes horoboules de HB sont égales. Don ℓ = ℓ′.
Surjetivité de Θ. Soit (βn)n∈Z dans (Γ
′
∞)
Z
. Posons γ0 = id. Par réurrene pour
tout n dans Z, posons γn = γn−1iβn. Notons xn = γnx∗. Comme les βn sont dans
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Γ′∞, les points xn et xn+1 sont diérents. Considérons la ourbe ℓ, géodésique par
moreaux, obtenue en reollant onséutivement les segments [xn, xn+1] (qui ne sont
pas réduits à des points). Posons
ξn = γn∞ et ηn = γn1 ,
qui sont des points de P1(K). Alors ξn+1 = γn+1∞ = γniβn∞ = γn0. Comme {x∗} =
HB∞ ∩HB1 ∩HB0, on a {xn} = HBξn ∩HBηn ∩HBξn+1 . Par onvexité, le segment
[xn, xn+1] est ontenu dans l'horoboule HBξn+1 . Comme deux horoboules distintes
de HB sont d'intérieurs disjoints, il vient don [xn, xn+1]∩[xn+1, xn+2] = {xn+1}. Par
onséquent ℓ est une géodésique. Il est alors immédiat que, munie de la déoration
v∗, la géodésique ℓ a pour image (βn)n∈Z par Θ˜. Don Θ˜ est surjetive, et, par passage
au quotient, Θ aussi. 
3.3 Lien ave la transformation d'Artin
Notons G ′0(Tq) l'ensemble des géodésiques déorées de G0(Tq) qui ont pour origine
x∗ et pour déoration v∗.
Lemme 3.3 Soit ℓ un élément de G0(Tq), alors ℓ appartient à G
′
0(Tq) si et seulement
si γ0(ℓ) = id.
Preuve. Si ℓ est dans G ′0(Tq), alors par dénition de γ0, on a γ0(ℓ) = id. Réipro-
quement, si γ0(ℓ) = id, alors ξ0(ℓ) = ∞, ξ1(ℓ) = 0 et η0(ℓ) = 1. Comme x0(ℓ) est
le point d'intersetion des horosphères H∞ et H0, il n'est autre que x∗. De même,
v0(ℓ) est l'arête issue de x∗ qui rentre dans HB1, don 'est v∗. Don ℓ appartient à
G ′0(Tq). 
Lemme 3.4 L'appliation ϕ de G0(Γ\\Tq) dans G
′
0(Tq), dénie par ϕ(ℓ) = γ0(ℓ)
−1ℓ
où ℓ est un représentant de l'élément ℓ de G0(Γ\\Tq), est un homéomorphisme, qui est
une setion de la projetion anonique π0 : G0(Tq)→ G0(Γ\\Tq), que nous appelerons
la setion anonique.
Preuve. Si ℓ est une géodésique déorée de G0(Tq), alors ℓ
′ = γ0(ℓ)
−1ℓ est dans
G ′0(Tq), ar γ0(ℓ
′) = id. Comme deux géodésiques déorées qui ont même déora-
tion et qui oïnident entre −1 et 1 ont même γ0, l'appliation ϕ˜ de G0(Tq) dans
G ′0(Tq) dénie par ℓ 7→ γ0(ℓ)
−1ℓ est ontinue. Elle est surjetive ar γ0(ℓ) = id si ℓ
est dans G ′0(Tq). Comme γ0(γℓ) = γγ0(ℓ) pour tout γ dans Γ, deux éléments ℓ, ℓ
′
de G0(Tq) sont dans la même Γ-orbite si et seulement si γ0(ℓ)
−1ℓ = γ0(ℓ
′)−1ℓ′. L'ap-
pliation ϕ˜ induit don par passage au quotient une appliation ontinue bijetive
ϕ : G0(Γ\\Tq) → G
′
0(Tq). Comme γ0(ℓ)
−1ℓ est dans la même Γ-orbite que ℓ, on a
π0 ◦ ϕ = id. Si j : G
′
0(Tq) → G0(Tq) est l'inlusion, alors ϕ
−1 = π0 ◦ j, don ϕ
−1
est
ontinue. 
Posons
J =
⋃
a∈A−k
(a+X−1) .
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Si ℓ est dans G ′0(Tq), alors ses extrémités ξ− = ξ−(ℓ) et ξ+ = ξ+(ℓ) appartiennent
respetivement à J ∩ cK et X−1 ∩ cK (voir par exemple [Pau℄ et la gure 1). L'ap-
pliation de G ′0(Tq) dans (J ∩
cK) × (X−1 ∩ cK) dénie par ℓ 7→ (ξ−, ξ+) est un
homéomorphisme. Nous identierons dans la suite une géodésique ℓ de G ′0(Tq) ave
son ouple d'extrémités irrationnelles (ξ−, ξ+) dans (J ∩
cK)× (X−1 ∩ cK).
Nous allons modier le odage obtenu dans le théorème 3.2 pour obtenir un
nouveau odage, relié ette fois-i à la transformation d'Artin Ψ. Pour ela nous
allons préiser les homographies γn qui sont apparues au ours de la démonstration
préédente. On introduit les notations suivantes : on appelle i (inversion de entre
0), ta (translation de a) et λα (homothétie de rapport α
2
) les homographies assoiées
aux matries
[
0 1
1 0
]
,
[
1 a
0 1
]
et
[
α 0
0 α−1
]
ave a dans A et α dans k×.
Tout élément β de Γ∞ s'érit alors de manière unique sous la forme β = taλα
ave a dans A et α dans k×. Si β est de plus dans Γ′∞ alors a ne peut pas être dans
k sinon β serait un élément de PGL(2, k). Don tout élément β de Γ′∞ peut s'érire
de façon unique sous la forme β = taλα ave a dans A− k et α dans k
×
.
On remarque qu'on a les relations élémentaires suivantes : t−1a = t−a, λ
−1
α = λ1/α,
taλα = λαta/α2 et iλα = λ1/αi.
Montrons maintenant le résultat suivant :
Proposition 3.5 Soit ℓ = (ξ−, ξ+) une géodésique de G
′
0(Tq). On note (an)n≥1 le
développement en frations ontinues d'Artin de ξ+ et (a−n)n≥0 elui de
−1
ξ−
. Alors
pour tout entier n > 0 :
il existe αn dans k
×
tel que γn(ℓ) = ita1ita2 . . . itanλαn,
il existe α−n dans k
×
tel que γ−n(ℓ) = t−a0it−a−1 . . . it−a−(n−1) iλα−(n−1) .
Preuve. Soit ℓ = (ξ−, ξ+) une géodésique de G
′
0(Tq). Proèdons par réurrene sur
n. Comme γ0 = id, la démonstration du théorème 3.2 montre qu'il existe une suite
(βn)n∈Z d'éléments de Γ
′
∞ telle que pour tout n > 0, on a :
γn = iβ1iβ2 . . . iβn et γ−n = β
−1
0 iβ
−1
−1i . . . β
−1
−(n−1)i .
La transformation β1 est dans Γ
′
∞. Elle s'érit don de manière unique sous la forme
ta1λα1 ave a1 dans A − k et α1 dans k
×
. Nous avons don bien γ1 = ita1λα1 .
Supposons que γn s'érive ita1ita2 . . . itanλαn . Alors
γn+1 = γniβn+1 = ita1ita2 . . . itanλαniβn+1 = ita1ita2 . . . itaniλ1/αnβn+1 .
La transformation λ1/αnβn+1 est dans Γ
′
∞, elle s'érit don sous la forme tan+1λαn+1
ave an+1 dans A− k et αn+1 dans k
×
. Ainsi γn+1 = ita1ita2 . . . itanitan+1λαn+1 .
De façon analogue, traitons les γ−n. On a γ−1 = β
−1
0 i. La transformation β0 est
dans Γ′∞, elle s'érit don de manière unique sous la forme λα0ta0 et don γ−1 =
(λα0ta0)
−1i = t−a0λ1/α0i = t−a0iλα0 . Supposons que
γ−n = t−a0it−a−1 . . . it−a−(n−1) iλα−(n−1) .
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Alors,
γ−(n+1) = γ−nβ
−1
−ni = t−a0it−a−1 . . . it−a−(n−1) iλα−(n−1)β
−1
−ni .
La transformation (λα−(n−1)β
−1
−n)
−1 = β−nλ1/α−(n−1) est dans Γ
′
∞. Elle s'érit don de
manière unique sous la forme λα−nta−n . Alors
γ−(n+1) = t−a0it−a−1 . . . it−a−(n−1) i(λα−nta−n)
−1i
= t−a0it−a−1 . . . it−a−(n−1) it−a−nλ1/α−ni
= t−a0it−a−1 . . . it−a−(n−1) it−a−niλα−n .
Par onséquent, pour tout entier n > 0,
ξn = γn∞ = ita1ita2 . . . itanλαn∞ = ita1ita2 . . . itan−10
et
ξ−n = γ−n∞ = t−a0it−a−1 . . . it−a−(n−1)iλα−(n−1)∞ = −ta0ita−1 . . . ita−(n−1)0 .
Comme ξ+ est la limite quand n tend vers l'inni de la suite ξn, le développement
en frations ontinues d'Artin de ξ+ est (an)n≥1.
De même ξ− est la limite de la suite ξ−n, don
−1
ξ−
= −iξ− est la limite de la
suite −iξn = ita0ita−1 . . . ita−(n−1)0. Le développement en frations ontinues d'Artin
de
−1
ξ−
est don (a−n)n≥0. 
Dénissons la transformation Ψ˜ : G ′0(Tq)→ G
′
0(Tq) par Ψ˜(ℓ) = γ
−1
1 (ℓ)T˜ (ℓ). Il est
immédiat que le diagramme suivant ommute :
G0(Γ\\Tq)
T
−→ G0(Γ\\Tq)
↓ ϕ ↓ ϕ
G ′0(Tq)
Ψ˜
−→ G ′0(Tq) .
Cei revient à dire que Ψ˜ est onjuguée par la setion anonique ϕ à l'appliation T
de premier retour du ot géodésique sur G0(Γ\\Tq).
Montrons maintenant le résultat suivant, qui implique le théorème 1.1 de l'intro-
dution :
Théorème 3.6 Soit ℓ = (ξ−, ξ+) un élément de G
′
0(Tq), soit (an)n≥1 le développe-
ment en frations ontinues d'Artin de ξ+ et (a−n)n≥0 elui de
−1
ξ−
. Notons Θ′ l'ap-
pliation de G ′0(Tq) dans (A − k)
Z
dénie par Θ′(ℓ) = (an)n∈Z. Alors Θ
′
est un
homéomorphisme qui rend le diagramme suivant ommutatif :
G ′0(Tq)
Θ′
−→ (A− k)Z
Ψ˜ ↓ ↓ σ
G ′0(Tq)
Θ′
−→ (A− k)Z ,
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où σ est le déalage à gauhe des suites bilatères de (A− k)Z. De plus :
Ψ˜(ξ−, ξ+) =
(
1
ξ−
−
[
1
ξ+
]
,Ψ(ξ+)
)
,
où Ψ est la transformation d'Artin.
Preuve. Comme un élément deX−1∩ cK est uniquement déterminé par son développe-
ment (inni) en frations ontinues, et omme (ξ−, ξ+) est dans (J∩
cK)×(X−1∩ cK),
alors
−1
ξ−
est dans X−1∩ cK et don l'appliationΘ′ est une bijetion. Comme l'appli-
ation d'Artin est ontinue (ar loalement onstante) sur X−1∩ cK, et par dénition
des an, l'appliation Θ
′
est ontinue. D'après la démonstration de la proposition 3.5,
si ℓ et ℓ′ sont deux éléments de G ′0(Tq) qui ont mêmes an pour −N ≤ n ≤ N , alors
ℓ et ℓ′ ont mêmes ξn pour −(N − 1) ≤ n ≤ N − 1, don oïnident au moins sur
−(N − 1) ≤ n ≤ N − 1. Don Θ′−1 est ontinue. Par la proposition préédente, si
ℓ = (ξ−, ξ+) est dans G
′
0(Tq), alors γ1 = ita1 où a1 est le premier terme du développe-
ment en frations ontinues de ξ+, 'est-à-dire la partie entière de
1
ξ+
. En partiulier,
le diagramme de l'énoné est évidemment ommutatif.
Enn,
Ψ˜(ξ−, ξ+) = γ
−1
1 (ξ−, ξ+) = ((ita1)
−1ξ−, (ita1)
−1ξ+) = (
1
ξ−
− a1,
1
ξ+
− a1) .
Comme Ψ(ξ+) =
1
ξ+
− a1, ei montre le résultat. 
4 Mesure invariante par le ot géodésique sur le
rayon modulaire
Notons µ = µHaar la mesure de Haar sur le groupe topologique additif K̂ (identié
ave ∂Tq − {∞}), normalisée pour que µ() = 1. Notons dx0 et dv0 les mesures de
omptages sur les espaes disrets V Tq et ETq.
Considérons la mesure m˜ sur l'espae G0(Tq) dénie, en utilisant le paramétrage
de G0(Tq), par
dm˜(ξ−, ξ+, x0, v0) =
dµ(ξ−)dµ(ξ+)dx0dv0
|ξ+ − ξ−|2∞
.
Cette partie est onsaré à la démonstration du résultat suivant :
Théorème 4.1 La mesure m˜ est une mesure borélienne positive, invariante par
Γ, par T˜ et par renversement du temps τ˜ . La mesure q2m˜ induit par passage au
quotient par Γ une mesure de probabilité m sur G0(Γ\\Tq), invariante par T et par
renversement du temps τ .
Outre une preuve direte, la partie nouvelle de e théorème est le alul de la
masse totale de m. Mais une fois rappelé les propositions 4.2 et 4.3, l'existene de m
déoule essentiellement de la onstrution lassique de la mesure de Bowen-Margulis
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sur l'espae des géodésiques de Tq (voir par exemple [Coo℄), et de [BM℄ par exemple,
qui montre que les mesures de Patterson-Sullivan et de Hausdor sur ∂Tq oïnident,
même pour les réseaux non uniformes dans Aut(Tq)).
Dans e qui suit, l'espae K̂ est muni de la distane d∞. Notons δ la dimension de
Hausdor de K̂, et µHaus la mesure de Hausdor (de dimension δ) sur K̂. Rappelons
que pour tout borélien E de K̂, si 0 < δ <∞, nous avons
µHaus(E) = lim
ε→0
inf{
∑
i∈N
rδi }
où la borne inférieure est prise sur tous les reouvrements de E par des boules de
rayon ri ≤ ε pour la distane d∞.
Comme d∞ est invariante par Γ∞, il en est de même pour µHaus.
Les deux propositions 4.2 et 4.3 suivantes sont bien onnues, voir par exemple
[Spr, page 69℄ pour une démonstration de la seonde.
Proposition 4.2 La dimension de Hausdor de (K̂, d∞) est δ = 1. La mesure de
Hausdor de est 1.
Preuve. Par invariane par translation de d∞, il sut de montrer que la dimension
de Hausdor de est 1, et que sa mesure de Hausdor (en dimension 1) vaut 1.
L'espae de Cantor est la boule de rayon 1 et de entre n'importe quel point de . Il
s'érit omme l'union disjointe des q parties α = α+X
−1
pour α dans k. Les parties
α sont d'ailleurs les boules de rayon
1
q
et de entre n'importe quel point de α. Pour
tout α de k, l'homographie de matrie
[
1 α
0 1
] [
X−1 0
0 1
]
envoie sur α, 'est de
plus une homothétie de rapport
1
q
pour la distane d∞.
D'après [Mat, Theo. 4.14℄, la dimension de Hausdor δ de (, d∞) vérie l'équation∑
α∈k
1
q
δ
= 1. Don δ = 1.
Comme par réurene, est réunion de qn boules (disjointes) de rayon 1
qn
, la
mesure de Hausdor de est au plus 1. Rappellons que si deux boules pour d∞ se
renontrent, alors l'une est ontenue dans l'autre, et que toute boule ontenue dans
est une boule de rayon une puissane de
1
q
. Don la mesure de Hausdor de vaut
au moins 1. 
Proposition 4.3 Les mesures de Haar µHaar et de Hausdor µHaus sur K̂ oïni-
dent.
Preuve. Comme δ est nie non nulle, et est un espae de Cantor de mesure de
Hausdor nie, la mesure de Hausdor µHaus est une mesure de Radon (voir par
exemple [Mat, page 57℄).
Comme vu i-dessus, la mesure µHaus est invariante par translation, don par
uniité de la mesure de Haar, il existe c ≥ 0 tel que µHaus = cµHaar. Comme µHaar() =
1 et µHaus() = 1, les mesures oïnident. 
Pour tous γ dans G et f dans K̂, vériant f 6= γ−1∞, notons
j∞(γ, f) = |γ
′(f)|∞
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la valeur absolue de la dérivée en f de l'appliation holomorphe γ : K̂ → K̂. Par la
formule de dérivation des ompositions, elle vérie la formule de oyle suivante :
pour γ1, γ2 dans G et f dans K̂ tels que γ2f, γ1γ2f 6=∞,
j∞(γ1γ2, f) = j∞(γ1, γ2f)j∞(γ2, f) .
Si γ =
[
a b
c d
]
ave |ad − bc|∞ = 1, alors j∞(γ, f) =
1
|cf+d|2
∞
. Comme la valeur
absolue prend des valeurs disrètes, pour tout élément γ de G, l'appliation ontinue
f 7→ j∞(γ, f) est loalement onstante sur K̂ − {γ
−1∞}.
Proposition 4.4 Pour tout γ de G1, pour tous f, g dans K̂ tels que f, g 6= γ
−1∞,
|γf − γg|2∞ = j∞(γ, f)j∞(γ, g)|f − g|
2
∞ .
Preuve. Les translations ta =
[
1 a
0 1
]
ave a dans K̂, les appliations λα,β =[
α 0
0 β
]
ave α, β dans K̂× tels que |β|∞ = |α|
−1
∞ , et l'inversion i =
[
0 1
1 0
]
engendrent G1. Par la formule de oyle pour j∞ et par un argument de ontinu-
ité sur les f, g, il sut don de vérier la proposition 4.4 pour es trois types de
transformations.
Pour a dans K̂, la translation ta préserve la distane d∞, et j∞(ta, f) = 1.
Pour α, β dans K̂× ave |β|∞ = |α|
−1
∞ , l'appliation λα,β est une homothétie de
rapport |α|2∞ pour la distane d∞ et j∞(λα,β, f) = |α|
2
∞. Comme j∞(i, f) =
1
|f |2
∞
et
| 1
f
− 1
g
|∞ =
|f−g|∞
|f |∞|g|∞
, le résultat en déoule. 
Proposition 4.5 Pour tout γ de G1, l'image de la mesure µHaus par γ est absol-
ument ontinue par rapport à µHaus. Sa dérivée de Radon-Nikodym vérie (pour
µHaus-presque tout ξ de K̂) :
dγ∗µHaus
dµHaus
(ξ) = j∞(γ
−1, ξ) .
Preuve. Soit γ dans G. Comme f 7→ j∞(γ, f) est loalement onstante, pour tout
f0 de K̂−{γ
−1∞}, il existe un voisinage U de f0 dans K̂−{γ
−1∞} tel que pour tout
f dans U , on a j∞(γ, f0) = j∞(γ, f). En partiulier, la proposition 4.4 montre que
pour tous f, g dans U , on a |γf−γg|∞ = j∞(γ, f0)|f−g|∞. Don la restrition de γ à
U est une homothétie de rapport j∞(γ, f0) pour la distane d∞. Soit V un voisinage
de f0 d'adhérene ontenue dans U . Par onstrution de la mesure de Hausdor,
pour tout borélien E de V , on a µHaus(γE) = j∞(γ, f0)
δµHaus(E). Cei montre le
résultat ar δ = 1. 
Nous aurons besoin du alul élémentaire d'intégrale suivant.
Lemme 4.6 Si µ = µHaar, alors ∫
J
dµ(g)
|g|2∞
=
1
q
.
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Preuve. Notons S ette intégrale. Comme J est la réunion disjointe des ensembles
(a + X−1), quand a varie dans A − k, et omme la mesure de Haar est invariante
par translation,
S =
∑
a∈A−k
∫
X−1
dµ(g)
|a+ g|2∞
=
∑
a∈A−k
1
|a|2∞
µ(X−1) .
Comme le nombre de polynmes de degré n à oeients dans k est (q − 1)qn,
S =
∑
n∈N−{0}
(q − 1)qn
q2n
1
q
=
1
q
∑
n∈N−{0}
(q − 1)
qn
=
1
q
.

Démonstration du théorème 4.1. Rappelons que
dm˜(ξ−, ξ+, x0, v0) =
dµ(ξ−)dµ(ξ+)dx0dv0
|ξ+ − ξ−|2∞
et que les mesures de omptage sont invariantes par permutation. Il est don immé-
diat que m˜ est une mesure borélienne positive, invariante par renversement du temps
τ˜ : (ξ−, ξ+, x0, v0) 7→ (ξ+, ξ−, x0, v0) et par T˜ : (ξ−, ξ+, x0, v0) 7→ (ξ−, ξ+, x1, v1).
Montrons que m˜ est invariante par Γ. Toute ation d'un groupe sur un en-
semble préserve la mesure de omptage. Pour tout γ de Γ, pour m˜-presque tout
(ξ−, ξ+, x0, v0),
d(γ∗m˜)(ξ−, ξ+, x0, v0) =
d(γ∗µ)(ξ−)d(γ∗µ)(ξ+)dx0dv0
|γ−1ξ+ − γ−1ξ−|2∞
=
j∞(γ
−1, ξ−)dµ(ξ−)j∞(γ
−1, ξ+)dµ(ξ+)dx0dv0
j∞(γ−1, ξ−)j∞(γ−1, ξ+)|ξ+ − ξ−|2∞
d'après les propositions 4.5 et 4.4, et ar Γ est ontenu dans G1. Don γ∗m˜ = m˜.
Par onséquent, q2m˜ induit par passage au quotient par Γ une mesure borélienne
positive m sur G0(Γ\\Tq), invariante par T et par renversement du temps τ . Il ne
reste plus qu'à montrer que m est une mesure de probabilité.
Comme la mesure de Haar sur K̂ est sans atome et omme K est dénombrable,
le paramétrage de G0(Γ\\Tq) permet d'érire :
m(G0(Γ\\Tq)) = q
2
∫
ξ−∈J
∫
ξ+∈X−1
dµ(ξ−)dµ(ξ+)
|ξ+ − ξ−|2∞
= q2µ(X−1)
∫
J
dµ(ξ−)
|ξ−|2∞
.
Le lemme 4.6 montre alors que la masse totale de m est bien 1.
Cei ahève la démonstration du théorème 4.1. 
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5 Appliations
Nous résumons dans l'énoné suivant les résultats de la partie 3. Toutes les
appliations en déouleront.
Proposition 5.1 Il existe un homéomorphisme Θ′′ : G0(Γ\\Tq) → (A− k)
Z
et une
appliation ontinue surjetive p2 : G0(Γ\\Tq) → X
−1 ∩ cK tels que les diagrammes
suivants sont ommutatifs :
G0(Γ\\Tq)
Θ′′
−→ (A− k)Z
T ↓ ↓ σ
G0(Γ\\Tq)
Θ′′
−→ (A− k)Z
G0(Γ\\Tq)
T
−→ G0(Γ\\Tq)
↓ p2 ↓ p2
X−1 ∩ cK
Ψ
−→ X−1 ∩ cK .
où σ est le déalage à gauhe des suites bilatères de (A− k)Z.
Preuve. Notons p+ : J ×X
−1 → X−1 la seonde projetion. Ave les notations de
la partie 3, posons
Θ′′ = Θ′ ◦ ϕ et p2 = p+ ◦ ϕ .
Le résultat déoule alors de la partie 3.3. 
Le résultat préédent dit en partiulier que l'appliation d'Artin est semi-onju-
guée à l'appliation de premier retour du ot géodésique sur le rayon modulaire.
C'est l'analogue dans le orps des séries de Laurent sur Fq du résultat bien onnu
qui dit que l'appliation de Gauss x 7→ { 1
x
} sur [0, 1] ∩ cQ est semi-onjuguée
à une appliation de premier retour du ot géodésique sur la ourbe modulaire
PSL(2,Z)\H2 (voir par exemple [Seri℄).
5.1 Appliation au mélange du ot géodésique sur le rayon
modulaire
Considérons la mesure ν sur l'espae disret A − k dénie par ν(a) = 1
|a|2
∞
. La
mesure ν est une mesure de probabilité ar le nombre de polynmes de degré n à
oeients dans k est (q − 1)qn. Notons νZ la mesure produit sur (A− k)Z.
Proposition 5.2 L'homéomorphisme Θ′′ : G0(Γ\\Tq)→ (A− k)
Z
envoie la mesure
m sur la mesure νZ.
Preuve. Notons P la mesure de probabilité image dem par Θ′′. CommeΘ′′ onjugue
T et σ, et omme m est invariante par T , la mesure P est don invariante par le
déalage σ.
Pour a dans A − k xé, alulons P [a−1 = a]. Soit ℓ = (ξ−, ξ+) ∈ G
′
0(Tq). Alors
a−1(ℓ) = a si et seulement si ξ− appartient (a+X
−1) et ξ+ appartient à X
−1
. On a
don :
P [a−1 = a] = m((a+X
−1)×X−1) = q2
1
|a|2∞
µ(X−1)2 = ν(a) .
Soient a′−k, . . . , a
′
−1, a
′
−0 xés dans A− k. Par séparation des variables, les deux
évènements {a−k = a
′
−k, . . . , a−1 = a
′
−1} et {a0 = a
′
0} (qui portent respetivement
sur les oordonnées ξ− et ξ+) sont indépendants.
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L'invariane de P par le déalage σ, et un raisonnement par réurrene montrent
que les mesures P et νZ oïnident sur tous les ylindres du produit (A− k)Z, don
sont égales. 
Corollaire 5.3 L'appliation T : G0(Γ\\Tq)→ G0(Γ\\Tq) de premier retour du ot
géodésique sur le rayon modulaire est Bernoulli (i.e. (métriquement) onjuguée à un
déalage de Bernoulli sur un alphabet ni), don mélangeante, don ergodique, pour
la mesure m.
Preuve. L'appliation Θ′′ : G0(Γ\\Tq) → (A − k)
Z
est un isomorphisme mesuré,
onjuguant T au déalage σ. Le déalage (de Bernoulli) σ est d'entropie hνZ(σ)
nie, ar
hνZ(σ) = −
∑
a∈A−k
ν(a) log ν(a) = −2 log q
∑
a∈A−k
v∞(a)
|a|2∞
= 2 log q
∑
n∈N
n(q − 1)qn
q2n
= 2 log q(q − 1)
1
q
(
1
1− 1
q
)2
=
2q log q
q − 1
.
D'après [Orn, Theo. 5, p. 53℄, un déalage (de Bernoulli) sur un alphabet dénom-
brable, d'entropie nie, est (métriquement) onjugué à un déalage (de Bernoulli)
sur un alphabet ni. Le résultat en déoule. 
Corollaire 5.4 Le temps moyen du n-ème parours dans une horoboule de la famille
HB d'une géodésique déorée de Γ\\Tq est Tn =
2q
q−1
.
Preuve. Dans [Pau℄, il est montré qu'une géodésique déorée renontre sa n-ème
horoboule de la famille HB sur un segment de longueur −2v∞(an). L'invariane par
le déalage montre que
Tn = T0 = E[−2v∞(a0)] = −2
∑
a∈A−k
v∞(a)P [a0 = a] = −2
∑
a∈A−k
v∞(a0)
|a|2∞
=
2q
q − 1
.

5.2 Appliations arithmétiques
Le résultat suivant est l'analogue dans le orps des séries formelles de Laurent
du résultat bien onnu qui dit que la mesure de Gauss
1
log 2
( dt
1+t
) sur [0, 1] est la pro-
jetion de la mesure de Liouville sur le bré unitaire tangent à la ourbe modulaire
PSL(2,Z)\H2 (voir par exemple [Seri℄).
Proposition 5.5 L'image de m par p2 est la restrition de la mesure qµHaar à X
−1
:
(p2)∗m = q µHaar |X−1∩ cK .
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Preuve. Par dénition de m, pour tout ξ+ dans X
−1 ∩ cK, nous avons
d(p2)∗m(ξ+) = q
2
∫
ξ−∈J
dµ(ξ−)
|ξ+ − ξ−|2∞
dµ(ξ+) = q dµ(ξ+)
d'après le lemme 4.6. D'où le résultat. 
Nous retrouvons ainsi l'invariane bien onnue de la mesure de Haar par l'appli-
ation d'Artin, voir par exemple [BN℄ pour des référenes.
Corollaire 5.6 La mesure de Haar sur X−1 ∩ cK est invariante par l'appliation
d'Artin.
Preuve. Les propositions 5.1 et 5.5, et l'invariane dem par l'appliation de premier
retour T montrent que :
Ψ∗µHaar =
1
q
(Ψ ◦ p2)∗m =
1
q
(p2 ◦ T )∗m =
1
q
(p2)∗m = µHaar .
Le résultat en déoule. 
Nous renvoyons par exemple à [BN℄ pour d'autres propriétés dynamiques du
développement en frations ontinues dans le orps des séries de Laurent sur Fq.
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